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При создании объектов на базе адди-

тивных технологий исследователям прихо-

дится опираться на различные принципы. 

Среди них мы можем отметить вариацион-

ные принципы. Проведем анализ их ключе-

вых характеристик. 1 

Метод потенциальной энергии относит-

ся к вариационным принципам. В нем ос-

новная идея состоит в том, что для анализи-

руемых объектов по потенциальной энергии, 

у которой есть экстремальные свойства.  

Учет соответствующих значений по-

тенциальной энергии дает возможности для 

того, чтобы провести формирование необхо-

димых для расчетов уравнений [1, 2]. Такие 

уравнения будут построены с меньшими 

трудностями, если подробным образом осу-

ществить описание потенциальной энергии. 

Когда упругий объект будет перево-

диться в недеформированное состояние из 

деформированного за счет внешних сил, то-

гда совершаемая ими работа рассматривает-

ся в виде потенциальной энергии. 

В ходе исследований подтверждается, 

что для внешних сил потенциальная энергия 

всегда будет иметь отрицательные значения. 

Предположим, что мы рассматриваем объ-

ект, который создан на основе аддитивных 

технологий [3].  
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Этот объект, например, представляет 

собой прямоугольный параллелепипед, 

внутри него материал распределен однород-

ным образом.  

Предположим, что достигнуто по объ-

екту устойчивое равновесие, а рассматрива-

емый параллелепипед подвергается в сере-

дине длинной стороны действию груза, 

имеющего вес P. Считаем, что значение 

наибольшего прогиба параллелепипеда рав-

но s, а x – это та ось параллелепипеда, кото-

рая будет изогнутой [4].  

Полную потенциальную энергию мы 

рассматриваем в виде суммы потенциальной 

энергии L, относящейся к внешним силам и 

энергии M, которая будет соответствовать 

внутренним силам. Поэтому справедливо 

выражение 

 −=+= Psdx
WJ

R
M)x(LpotE

2

2
.       (1) 

Это выражение показывает, как на ос-

нове сил будет зависеть энергия, относящая-

ся к внутренним силам с силами. R соответ-

ствует моменту сил.  

Можно переписать (1) таким образом: 

yPsPsypotE −= 2 .               (2) 

Зависимость является квадратической, 

для нее существует минимальное значение 

потенциальной энергии при y=1. Эта потен-

циальная энергия соответствует одной из 

изогнутых осей [5], которые проходят через 

концы параллелепипеда. В этом состоят ха-

рактеристики потенциальной энергии. 

При рассмотрении объектов можно вве-

сти понятие возможных перемещений. Они 

соответствуют бесконечно малым мыслен-

ным перемещениям, вследствие того, что на 
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рассматриваемую точку будет действовать 

равнодействующая сила, которая не равна 

нулю [6].  

Основываясь на указанном понятии, 

можно говорить о принципе возможных пе-

ремещений. Одна из возможных формули-

ровок: по любому из перемещений в какой-

то из точек при соблюдении для нее условия 

равновесия значение полной работы. Весь 

объект, который предполагается упругим, 

представляется в виде совокупности связан-

ных точек. Полная работа будет соответ-

ствовать сумме всех работ, которые отно-

сятся к каждой из точек. 

В анализируемых объектах могут воз-

никать механические напряжения. Их опи-

сывают на основе тензора напряжений: 
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Когда рассматривается тензор дефор-

маций, то его представляют следующим  

образом: 
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Будем считать, что краевые поверх-

ностные силы воздействуют на наш иссле-

дуемый объект, который находится в неко-

тором первичном состоянии. Но направлены 

по трем главным осям: dSZ,dSY,dSX .  

Действие их происходит на любой из 

элементов поверхностей dS . Также суще-

ствуют объемные силы  Zd,Yd,Xd . Дей-

ствие их происходит на любой из элементов 

объема d .  

Вследствие того, что воздействует 

внешняя нагрузка, рассматриваемый объект 

осуществил перемещения zp,yp,xp  и будет 

находиться в состоянии равновесия. Вариа-

ции внешних сил, относящихся к действи-

тельному состоянию, будут определять зна-

чения объемных и поверхностных внешних 

сил. Это соответствует фиктивному состоя-

нию рассматриваемого нами объекта.  

В таком случае, если анализировать ва-

риации по перемещениям и напряжениям, 

соответствующим первому состоянию, тогда 

они будут соответствовать перемещениям и 

напряжениям, которые будут наблюдаться 

во втором состоянии.  

За счет использования принципа воз-

можных перемещений [7, 8] к первому из 

состояний нашего упругого анализируемого 

объекта, мы приходим к следующему  

выражению. 

     −++− dS)zpZypYxpX(d)x(L(   

   =++− )d)zpZypYxpX(   

0== )zp,yp,xp(potE                (5) 

В нем видно, что для состояния равно-

весия по анализируемому объекту полная 

потенциальная энергия будет соответство-

вать тому выражению, которое находится 

внутри скобок. Экстремальное значение для 

потенциальной энергии potE  для состояния 

равновесия, будет вытекать из того, что пер-

вая вариация равна нулю.  

Минимальное значение потенциальной 

энергии мы можем обосновать тем, что при 

взятии другой вариации potE  она окажется 

положительной. 

Тогда выражение (5) будет соответ-

ствовать принципу Лагранжа. Его называют 

вариационным уравнением Лагранжа. Идея 

уравнения состоит в том, что минимальное 

значение для потенциальной энергии упру-

гого анализируемого объекта будут обеспе-

чивать действительно имеющие место пере-

мещения, среди всех возможных систем пе-

ремещений. 

Теперь применим принцип возможных 

перемещений для второго из состояний 

нашего упругого анализируемого объекта, 

которое является фиктивным. Мы приходим 

к следующему выражению. 

     −++− dS)ZYX(d)x(L(  0  

   =++− )d)zpZypYxpX(   

0== )napryazhT(potE          (6) 

Если положить для объемных сил вари-

ации равными нулю, когда рассматривается 

фиктивное состояние, тогда 

     −++− dS)ZYX(d)x(L(  0  

   =++− )d)zpZypYxpX(   

0== )napryazhT(potsE                 (7) 

Это уравнение называется вариацион-

ным уравнением Кастильяно [9].  

Основная идея принципа Гамильтона 

[3] состоит в том, что движение нашего объ-

екта рассматривается на некотором времен-

ном интервале и значение определенного 
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интеграла в рамках этого промежутка от 

разницы кинетической и потенциальной 

энергии будет принимать экстремальное 

значение. 

В принципе Дирихле [3] при неустой-

чивом равновесии объекта будем наблюдать 

максимум по потенциальной энергии. 

Наоборот, если равновесие объекта ус будем 

наблюдать минимум по потенциальной 

энергии. Наблюдаются нулевые затраты по 

энергии при безразличном равновесии. 

Таким образом, при решении задач, 

связанных с оценкой характеристик движе-

ния упругих объектов полученных на базе 

аддитивных технологий, их устойчивости, 

исследователи имеют возможности для ис-

пользования различных вариационных 

принципов. 
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