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В этой статье рассматривается краевая задача для эллиптического уравнения методами 

Ритца и Канторовича. Методом энергетических неравенств выведены априорные оценки ре-

шений рассматриваемых задач в дифференциальной и разностной трактовках. Из полученных 

априорных оценок следуют единственность, устойчивость решения по начальным данным и 

правой части, а также сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей 

дифференциальной задачи со скоростью, равной порядку погрешности аппроксимации. 
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В конечной области G ограниченной 

кусочно-гладким контуром Г задано 

уравнение

 (1) 

где p – положительная непрерывно диф-

ференцируемая в области G+Г функция, 

а q и f -непрерывные в G+Г функции, 

при этом 𝑞 ≥ 0. Рассмотрим следующие 

краевые задачи:1 

Найти решение уравнения (1), удо-

влетворяющее на границе Г одному из 

следующих трех краевых условий: 

                       (2) 

             (3) 

(𝜎 — непрерывная неотрицательная 

функция, не равная тождественно нулю, 

n – внешняя нормаль); 

                 (4) 
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Мы рассматриваем нулевые краевые 

условия, так как общий случай может 

быть сведен к рассматриваемому, если 

в G+Г можно найти какую-нибудь до-

статочно гладкую функцию 𝑢1, удовле-

творяющую ненулевым заданным усло-

виям и вместо функции и искать функ-

цию 𝑣 = 𝑢 − 𝑢1. Такая замена приведет 

нас к краевой задаче для уравнения, от-

личающегося от уравнения (1) только 

правой частью, но уже с нулевыми 

начальными условиями. 

Рассмотрим гильбертово простран-

ство 𝐿2(G) действительных функций, ин-

тегрируемых с квадратом в области G в 

котором скалярное произведение опре-

делено равенством 

     (5) 

В этом пространстве выделим три 

множества функций 𝑀, 𝑀𝜎  и 𝑀0 элемен-

тами которых являются дважды непре-

рывно дифференцируемые функции в 

G+Г удовлетворяющие соответственно кра-

евым условиям (2), (3) или (4). Покажем, что 

оператор Lu положителен на множествах 

𝑀, 𝑀𝜎  а также и на множестве 𝑀0 если в 

последнем случае 𝑞(𝑥; 𝑦) ≠ 0.  
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Все рассуждения, показывающие экви-

валентность схем, в данном случае сохраня-

ют силу. Схема имеет на решении аппрок-

симацию, если, кроме условий. Одним из 

важнейших практических методов для по-

строения минимизирующих последователь-

ностей является метод, предложенный в 

1908 году Вальтером Ритца. Состоит он в 

следующем. Вычисляется n-ое приближение 

к минимизируемой функции в виде 

 

то есть значения функционала рассматрива-

ется не на произвольных допустимых кри-

вых данной вариационной задачи, а лишь на 

всевозможных линейных комбинациях с по-

стоянными коэффициентами, составленных 

из n первых функций некоторой выбранной 

последовательности функций 

 
Данные функции часто называют коор-

динатными или базисными. 

 

На линейных комбинациях функционал 

превращается в функцию коэффициентов. 

Эти коэффициенты выбираются так, чтобы 

функция достигала экстремума; следова-

тельно, должны быть определены из  

условий стационарности, то есть из системы 

 

 

 
Получающаяся в результате последова-

тельность функций сходится к минимуму по 

функционалу. Заканчивая процесс вычисле-

ний, получают значение, приближённо рав-

ное глобальному минимуму (при этом сама 

функция может сильно отличаться от опти-

мальной). 

 
На практике последовательность обыч-

но строят с помощью системы многочленов 

или системы тригонометрических функций. 

Обе системы являются полными в простран-

стве непрерывных функций. 

Практическое применение метода  

Ритца для решения вариационных задач 

Имеем линейное дифференциальное 

уравнение 2-го порядка: 

 
Граничные условия, которого: 

a)  

b)  

Решая исходное линейное дифференци-

альное уравнение 

 
Получим общее решение дифференци-

ального уравнения в виде: 

 
Пользуясь граничными условиями  

составим системы уравнений, из которых 

определим неизвестные коэффициенты. 
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Исходные функции принимают вид 

 
Данные кривые будут единственными 

кривыми возможного экстремума функцио-

нала с данными граничными условиями 
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In this paper, we consider a boundary value problem for an elliptic equation by the methods of Ritz 

and Kantorovich. By the method of energy inequalities, a priori estimates of solutions to the problems 

under consideration in differential and difference interpretations are derived. The obtained a priori 

estimates imply uniqueness, stability of the solution according to the initial data and the right side, as 

well as convergence of the solution of the difference problem to the solution of the corresponding  

differential problem at a rate equal to the order of approximation error.  
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