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В этой статье рассматривается краевая задача для уравнения элептического вида, которая 

далее используется для доказательства устойчивости разностной модели, построенной для 

этой краевой задачи. Построены разностные схемы для дифференциальных задач. Методом 

энергетических неравенств выведены априорные оценки решений рассматриваемых задач в 

дифференциальной и разностной трактовках. Из полученных априорных оценок следуют 

единственность, устойчивость решения по начальным данным и правой части, а также 

сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей дифференциальной 

задачи со скоростью, равной порядку погрешности аппроксимации. 
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Линейное дифференциальное уравне-

ние второго порядка1 

       (1) 

описывает процессы колебаний, уравнение 

       (2) 

описывает процессы диффузии уравнение   

           (3) 

описывает соответствующие стационарные 

процессы. 

Краевая задача для уравнения (3) (эл-

липтический тип) состоит в нахождении 

функции u(x) класса удовлетворяющей, в 

области 𝐺 ∈ 𝑅𝑛 уравнению (3) и граничному 

условию вида 

               (4) 

Выделяют следующие типы граничных 

условий (4): 
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граничное условие первого рода 

                          (5) 

граничное условие второго рода 

                         (6) 

граничное условие третьего рода 

                    (7) 

Соответствующие краевые задачи 

называются краевыми задачами первого, 

второго и третьего рода. 

Для уравнений Лапласа и Пуассона 

краевая задача первого рода называется за-

дачей Дирихле, краевая задача второго рода 

называется задачей Неймана. Аналогично 

ставятся краевые задачи для уравнения (3) и 

во внешности ограниченной области 𝐺 ∈ 𝑅𝑛 

(внешние краевые задачи). Отличие состоит 

в том, что помимо граничного условия (4) на 

задаются еще условия на бесконечности. 

Такими условиями, например, могут быть: 

условия излучения Зоммерфельда для урав-

нения Гельмгольца; условия вида  

u(x)=0, x>0                         (10) 
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для уравнения Пуассона, которое является 

примером системы, близкой к фрактальной. 

Одной из наиболее важных характеристик 

почв, влияющих практически на все свой-

ства почвы, является их влажность. Зависи-

мость фрактальной размерности Классиче-

ским примером уравнения эллиптического 

типа является уравнение Пуассона 

 

или уравнение Лапласа, , кото-

рое получается из уравнения Пуассона при 

f(x, t) = 0. Здесь функция u(x, t) может иметь 

различный физический смысл, например, 

описывать стационарное, независящее от 

времени распределение температуры, ско-

рость потенциального (безвихревого) тече-

ния идеальной (без трения и теплопроводно-

сти) жидкости, распределение напряжённо-

стей электрического и магнитного полей, 

распределение потенциала поля тяготения и 

т. п. 

Первая краевая задача. Если на грани-

це Г расчётной области  =  + Г 

(в данном случае расчетная область  – это 

сама область , включая её границу Г) за-

дана искомая функция, то соответствующая 

первая краевая задача для уравнения Лапласа 

или Пуассона называется задачей Дирихле: 

 

Вторая краевая задача. Если на гра-

нице Г расчетной области  задаётся нор-

мальная производная искомой функции, то 

соответствующая вторая краевая задача 

называется задачей Неймана для уравнения 

Лапласа или Пуассона: 

 

здесь n – направление внешней к границе Г 

нормали. Иногда краевое условие записы-

вают в более удобном виде: 

 

где  – направляющие ко-

синусы внешнего вектора единичной норма-

ли к границе Г, i и j орты базисных векто-

ров. 

Третья краевая задача для уравнения 

Пуассона (Лапласа) имеет вид: 

 

Замечание. Следует отметить, что в 

вышеперечисленных постановках задач ма-

тематической физики число начальных 

условий равно порядку дифференциаль-

ного уравнения по времени, а старший по-

рядок производной по времени в начальных 

условиях на единицу меньше порядка диф-

ференциального уравнения по времени. 

Старший порядок производной по про-

странственной переменной в краевых усло-

виях равен порядку дифференциального 

уравнения по пространственной переменной 

минус единица. 

В одномерных задачах с одной про-

странственной переменной количество гра-

ничных условий точно равно порядку диф-

ференциального уравнения по простран-

ственной переменной. 

Количество краевых условий для мно-

гомерных задач не ограничено, поскольку на 

разных участках границы могут быть заданы 

граничные условия различного рода. 
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In this paper, we consider a boundary value problem for an elliptic equation, which is then used to 

prove the stability of a difference model constructed for this boundary value problem. Difference 

schemes for differential problems are constructed. By the method of energy inequalities, a priori esti-

mates of solutions to the problems under consideration in differential and difference interpretations 

are derived. The obtained a priori estimates imply uniqueness, stability of the solution according to 

the initial data and the right side, as well as convergence of the solution of the difference problem to 

the solution of the corresponding differential problem at a rate equal to the order of approximation 

error.  
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