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В статье дается анализ характеристик колебаний гармонического осциллятора под действи-

ем непериодической силы. Показано дифференциальное уравнение колебаний и его решение. 

Продемонстрировано условие отсутствия резонанса в механической системе. Приведены за-

висимости координаты от времени при условии воздействия внешней силы. Показана зависи-

мость координаты от времени, если воздействует сила, которая представляет сумму не-

скольких гармонических колебаний с разными частотами. 
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Генераторы гармонических колебаний 

являются достаточно распространенными и 

применяются во многих искусственных тех-

нических системах. На практике представля-

ет интерес анализ таких осцилляторов, кото-

рые возбуждаются при помощи внешней 

силы. В таких случаях появляются возмож-

ности для управления перераспределением 

энергии при колебаниях. 

Рассмотрим особенности поведения 

гармонического осциллятора, если на него 

действует произвольная периодическая сила 

)(tF .   1 

Тогда формируется уравнение, на осно-

ве которого будет описано движение 

)(2
..

tFxx  . (1) 

Будем считать, что решение уравнения 

(1) представляется в следующем виде 

)sin()()cos()()( ttBttAtx   . (2) 

В этом выражении )(tA  и )(tB  рас-

сматриваются в виде неопределенных функ-

ций времени [1, 2]. Будем использовать пе-

ременную 

)cos()()sin()()(
.

ttBttAtx   . (3) 
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То есть, требуется равенство нулю та-

кого выражения, которое связывает )(tA  и 

)(tB  

0)sin()()cos()(
..

 ttBttA  . (4) 

Проведя дифференцирование по време-

ни 
.

x , получим 

)sin()cos()(

)cos()sin()(

2
.

2
...

tBttB

tAtAtx








. (5) 

Реализуем подстановку в уравнение (1). 

Как результат, получим 

)()cos()()sin(
..

tFttBtA   . (6) 

Проведем умножение такого уравнения 

на )sin( t  и )cos( t , далее осуществим 

сложение. В результате получим, что  

)sin()(
1

)(
.

ttFtA 


 , 

)cos()(
1

)(
.

ttFtB 


 .              (7) 

Такая система первого порядка двух 

дифференциальных уравнений точным обра-

зом будет соответствовать уравнению вто-

рого порядка (1), которое было исходным. 

Существуют возможности для того, чтобы 

провести интегрирование полученной  

системы. Тогда сможем получить 



t

dFtA
0

)sin()(
1

)( 


, 
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dFtB

t


0

)cos()(
1

)( .        (8) 

Пусть, например,  

)cos()( 0 tFtF  .           (9) 

Тогда 

))2sin(
4

1

2

1
()( 0 tt

F
tB 


 . (10) 

Если t , то решение будет уходить 

в бесконечность. Если по мере того, как 

время будет расти будет обеспечиваться ма-

лость коэффициентов )(tA  и )(tB , тогда не 

будет наблюдаться резонанс [3, 4]. То есть, 

условие отсутствия резонанса может быть 

записано следующим образом. 

0)sin()(
1

lim
0



T

T
dF

T
 , 

0)cos()(
1

lim
0


 dF

T

T

T
. (11) 

С точки зрения математического опи-

сания это соотношение показывает, что в 

функции )(tF  не должны быть собственные 

функции нашей задачи. Если сила рассмат-

ривается как полигармоническая, то есть, мы 

ее представляем таким образом   

)cos()(
1

0 tFtF i

i

i 




  и будет совпадение 

одной из частот i  с собственной частотой 

осциллятора, тогда возникнет резонанс. 

Влияние составляющих других частот при 

этом будет несущественным. 

На рисунке 1 приведены результаты за-

висимости x(t) в случае воздействия внеш-

ней силы )cos()( ttF   (кривая 1) и 

)2cos()( ttF   (кривая 2).
 

 
Рисунок 1. Иллюстрация зависимости x(t), при воздействии силы с одной частотой  

 

 
Рисунок 2. Иллюстрация зависимости x(t), при воздействии силы, представляющей сумму  

нескольких гармонических колебаний с разными частотами 
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На рисунке 2 приведены результаты за-

висимости x(t) в случае воздействия внеш-

ней силы )tcos()tcos()t(F  2  (кривая 1) 

и )tcos()tcos()tcos()t(F  32   (кри-

вая 2). 

Вывод. В работе проведено исследова-

ние колебаний гармонического осциллятора, 

когда на него воздействует внешняя непери-

одическая сила. Построены зависимости  

координаты осциллятора от времени в зави-

симости от разных условий внешнего  

воздействия.
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INVESTIGATION OF A HARMONIC OSCILLATOR UNDER THE  

ACTION OF A NON-PERIODIC FORCE 
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The article analyzes the characteristics of oscillations of the harmonic oscillator under the action of 

non-periodic force. The differential equation of oscillations and its solution are shown. The condition 

of the absence of resonance in the mechanical system is demonstrated. The coordinate dependencies 

on time are given, subject to the influence of an external force. The dependence of the coordinate on 

time is shown, if a force acts, which represents the sum of several harmonic oscillations with different 

frequencies.  
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