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В статье дается анализ характеристик колебаний физического или математического маят-

ника. Продемонстрировано решение дифференциального уравнения. Задача решена в первом 

приближении. Показано, как зависит частота колебаний от амплитуды в методе последова-

тельных приближений. Исследована зависимость координаты маятника от амплитуды. пока-

зано, в каком случае решение будет справедливым.  
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Большая часть механических движений 

связана с движением периодическим обра-

зом функционирующих машин, требуется 

учитывать различные вибрации. Следует от-

метить, что во многих учебниках не всегда 

подробным образом рассматриваются ха-

рактеристики колебаний. 

Если рассматривается математический 

или физический маятник [1, 2], то во многих 

случаях для свободных колебаний может ис-

пользоваться следующее уравнение: 1 

02
0

 xsin
..
x  .           (1) 

Будем использовать в ходе его решения 

метод последовательных приближений. 

Представляем функцию xsin   в виде разло-

жения в ряд 

...
x

xxsin 
6

3
.   (2) 

При подстановке в уравнение (1) учтем 

только первые 2 члена, полагая, что x<<1. 

Уравнение (1) запишем в следующем виде 
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Введем обозначение α= -1/6. Тогда 

уравнение будет записано таким образом 

032
0

 xx
..
x                (4) 

Решение этого уравнения будем искать 

в виде разложения в ряд по степеням α 
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В этом разложении x0 рассматривается 

в виде решения в «нулевом» приближении 

[3], когда α=0, x1 считается решением в 

«первом» приближении и т.д. Например, при 

учете x0 уравнение представляется так 

00
2
00  x

..
x  .   (6) 

При этом 0 будет связано с , по-

скольку не будет соблюдаться условие изо-

хронности. То есть, колебания будут зави-

сеть от амплитуды колебаний маятника. Ча-

стоту [4] представляем в виде следующего 

разложения 

... 2
2
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2  .  (7) 

Если использовать «первое» приближе-

ние, тогда считаем, что 

1
2
0

2   .       (8) 

Подставляя 0, получим уравнение 
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2  xxx
..
x  .  (9) 

Если рассматривать уравнение на x0 в 

«нулевом» приближении, тогда запишем 

00
2

0  x
..

x  .   (10) 

Решение такого уравнения запишется в 

виде  

tcosAx 0 .   (11) 
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Рассмотрим уравнение для «первого» 

приближения путем подстановки 

10 xxx  . Если учитывать лишь слагае-

мые с первой степенью относительно α, то-

гда  

tcosAtcosAx
..
x  332
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1  . (12) 

Преобразуя тригонометрическое выра-

жение, получаем 
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x
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Необходимо избавиться от решения, 

которое соответствует члену, содержащему

tsint  . В таком случае положим 

032

4

3
1  AA  .         (14) 

Значение частоты получается таким об-

разом 
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Если 1
0
 =1, тогда приведем график 

зависимости  от A на рисунке 1. 

   

 

 
Рисунок 1. Иллюстрация зависимости (A) 

 

 
 

Рисунок 2. Иллюстрация зависимости x(A), кривая 1 – t = 0; кривая 2 – t = 1 c; кривая 3 – t = 2 c. 
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Перепишем уравнение для «первого» 

приближения в таком виде: 

tcosAx
..
x  332

4

1
1

2
1  .  (16) 

Его решение необходимо искать в следу-

ющем представлении 

tcos
A

tsinCtcosCx  3
32

2

211  .  (17) 

Первые два слагаемых будут соответ-

ствовать решению однородного уравнения, 

третье слагаемое будет соответствовать част-

ному решению неоднородного уравнения. 

Полное решение мы записываем в таком 

виде 
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С учетом начальных условий A)(x 0 , 

00 )(
.
x  получаем  

)tcos
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A
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График зависимости x(A) приведен на 

рисунке 2. Решение справедливо при усло-

вии, что 063  /xxxsin . 

В итоге колебания будут неизохрон-

ными, а также будут содержать гармоники. 

Анализ показал, что в результате расче-

тов погрешность не будет превосходить не-

скольких процентов. 

Вывод. Полученные результаты пред-

ставляют интерес с точки зрения практики. 

Использование первого приближения дает 

возможности для того, чтобы получать ре-

зультаты с приемлемой погрешностью. 
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THE INVESTIGATION OF OSCILLATIONS OF THE PENDULUM 
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The paper analyzes the characteristics of oscillations of a physical or mathematical pendulum. The 

solution of the differential equation is demonstrated. The problem is solved in the first approximation. 

It is shown how the oscillation frequency depends on the amplitude in the method of successive 

approximations. The dependence of the pendulum coordinate on the amplitude is studied. shows in 

which case the decision will be fair. 
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