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В статье дается анализ характеристик вынужденных колебаний в механической системе. Рас-

смотрено решение дифференциального уравнения при соответствующих начальных условиях. 

Проанализировано, каким образом будет происходить рост амплитуды по колебаниям в случае 

резонанса. Приведены зависимости координаты от времени при различных соотношениях 

между частотами.  
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Механические колебания и волны явля-

ются одними из распространенных в при-

роде. Во многих случаях обычные расчеты 

сложных механических устройств, если есть 

вынужденные синусоидальные колебания, 

как правило, рассматриваются в виде доста-

точно непростой задачи. В этой связи пред-

ставляет интерес на практике провести ана-

лиз установившихся режимов колебаний. 

Рассмотрим особенности вынужден-

ных колебаний в линейной механической 

системе.1 

Если учитывать трение, то уравнение 

запишется в следующем виде  

tcosFkxxrxm 0

...

 .           (1) 

где m – масса движущегося объекта [1]; 

k – коэффициент жесткости пружины,  

r – коэффициент сопротивления, 

F0 – амплитуда воздействия внешней 

силы 

Проведем нормировку уравнения (1), 

поделив все слагаемые на m 

tcosfxx2x 0

2

0

...

 .       (2) 

В уравнении введены обозначения: 0

- частота собственных колебаний, которые 

являются незатухающими, )m2/(r  – коэф-

фициент затухания. Амплитуда – m/F0 . 
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Если пренебречь затуханием, то есть, поло-

жить 0 , тогда для него [2] может быть 

общее решение записано в таком виде 

tcosAtsinbtcosa)t(x 00  . (3) 

На рисунке 1 приведены примеры зави-

симости координаты колеблющегося объ-

екта )t(x  при различных соотношениях 

между частотами. 

В (3) по однородному уравнению (если

0f0  ) первые два слагаемых дают реше-

ние. На основе третьего слагаемого получа-

ется частное решение для неоднородного 

уравнения. Анализ показывает, что  

22

0

0f
A


 .          (4) 

Предположим, что в начальных усло-

виях для начального момента времени  

0t  , 0)0(x  , 0)0(x
.

 . После этого 

Aa  , 0b  . Чтобы описать особенности 

движения рассматриваемого нами неавто-

номного осциллятора, необходимо приме-

нять функцию 

)tcost(cos
f

)t(x 022

0

0 


 .    (5) 
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На рисунке 2 приведены примеры зави-

симости )t(x  при различных соотношениях 

между частотами. 

В случае близости частот 0  и   

между собой, будут возникать биения, кото-

рые соответствуют частоте || 0 . По 

мере того, как будет приближение к резо-

нансу, можно увидеть неограниченное 

уменьшение такой частоты [3]. Биения бу-

дут становиться се более редкими и глубо-

кими, а амплитуда будет неограниченным 

образом увеличиваться [4].  

Проанализируем, каким образом будет 

осуществляться при резонансе рост ампли-

туды для колебаний 

)(2))(( 0000

22

0  . (6) 

Тогда, проведя преобразования,  

получим 

tsint
2/t)(

)2/t)sin((

2

f
)t(x 0

0

0

0

0 





 . (7) 

На рисунке 3 приведены примеры зави-

симости )t(x  при различных соотношениях 

между частотами. 

Если будет точным образом соблю-

даться резонанс ( 0 ), тогда 

tsint
2

f
)t(x 0

0

0 


 .   (8) 

На каждом периоде рост амплитуды  

будет составлять )t(x/))t(x)2t(x(  .  

 

 

 
 

Рисунок 1. Иллюстрация зависимости x(t), a = 1, b = 2, A = 3, 0 = 1, кривая 1 –  = 2;  

кривая 2 –  = 6. 

 

 
 

Рисунок 2. Иллюстрация зависимости x(t), f0 = 1  = 2, кривая 1 – 0 = 1; кривая 2 – 0 = 4. 
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Рисунок 3. Иллюстрация зависимости x(t), f0 = 1 0 = 1, кривая 1 –  = 2; кривая 2 –  = 10. 

 

Вынужденные колебания можно встре-

тить достаточно часто на практике в механи-

ческих системах. Проведено моделирование 

для различных режимов колебаний, приве-

дены иллюстрации зависимости координат 

от времени. 
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The paper analyzes the characteristics of forced oscillations in a mechanical system. The solution of the 

differential equation is considered under appropriate initial conditions. It is analyzed how the amplitude will 

increase with respect to oscillations in the case of resonance. The dependences of the coordinate on time are 

given for various ratios between frequencies.  
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