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В статье дается анализ вариационных подходов, которые могут быть применены в теории 

упругости. Рассматривается деформация механического тела. Считается, что перемещения 

и деформации являются в ходе анализа малыми. Напряжения позволяют описать интенсив-

ность внутренних сил. Показано, каким образом формируется уравнение равновесия для  

объекта в ходе моделирования. 
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Если рассматривать механику деформи-

руемого твердого тела, то в ней достаточно 

общим можно считать принцип возможных 

перемещений. Его можно применять для си-

стем, являющихся консервативными и некон-

сервативными. При этом рассматриваются 

любые механические свойства объектов. То-

гда будут самые разные зависимости среди 

напряжений и деформаций [1, 2]. Предполо-

жим, что рассматривается механическая  

система, которая приведена на рисунке.1  

В ней к деформируемому телу проис-

ходит приложение распределенных поверх-

ностных {p}={px, py, pz}T и объемных 

{g}={gx, gy, gz}T сил. Есть закрепление 

объекта на основе связей. Они не позволяют, 

чтобы перемещение его в виде жесткого це-

лого. Предположим, что анализируемая си-

стема будет в состоянии равновесия [3].  

Существуют действительные переме-

щения {u}={u, v, w}T. На их базе происхо-

дит описание того, как будет реализовывать-

ся переход от первичного недеформирован-

ного состояния к равновесному деформиро-

ванному состоянию [4].  
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Рисунок. Иллюстрация механической  

системы 

 

Вследствие таких перемещений будут 

образовываться деформации {ε} = {ε x, ε y, ε 

z, 𝛾xz, 𝛾yz, 𝛾xy}T, появляются напряжения 

{σ}={ σ x, σ y, σ z, xz, yz, xy}T.  

Основываемся на том, что деформации 

и перемещения рассматриваются как доста-

точно малые. В этой связи можно осуществ-

лять отождествление поверхности и объема 

для деформированного состояния с поверх-

ностью и объемом для недеформированного 

состояния [5].  

Для тех точек, которые относятся к 

равновесному состоянию, можно обеспечить 

возможные перемещения, которые являются 

малыми {𝛿u}={𝛿u, 𝛿v, 𝛿w}T. Внутри объема 

объекта наблюдается непрерывность функ-

ций 𝛿u, 𝛿v, 𝛿w. Они характеризуются непре-

рывными производными требуемых поряд-

ков. Для такой области поверхности, по ко-

торой наблюдается запрет перемещений или 
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они характеризуются заданными значения-

ми, происходит обращение в нуль возмож-

ных перемещений [6, 7]. 

Можно обозначить принцип возмож-

ных перемещений таким способом: при 

наблюдении системы, которая будет в со-

стоянии равновесия, будет наблюдаться ра-

венство нулю по возможным перемещениям 

суммы всех работ для внутренних и внеш-

них сил [8]. 

Предположим, что когда сообщаются 

возможные перемещения для точек тела, то 

можно провести расчет по работе, которая 

совершается со стороны внутренних и 

внешних сил [9]. 

Сумма всех работ представляется сле-

дующим образом: 

 +=

S

dS}p{T)u(

V

dV}g{T)u(R  .   (1) 

В указанном выражении S и V рассмат-

риваются в виде поверхности и объема ана-

лизируемого объекта. 

На основе напряжений можно описать 

для нагруженного тела интенсивность внут-

ренних сил. В связи с тем, что при напряже-

ниях в качестве обобщенных перемещений 

можно считать деформации, тогда требуется 

совершение работы для того, чтобы сооб-

щить дополнительные деформации 𝛿(ε),  

которые будут вызываться возможными  

перемещениями 𝛿(u): 

=

V

dV}{T)(u  .              (2) 

Основываясь на принципе возможных 

перемещений, можно записать: 

0=+− UR  .                  (3) 

Видно, что данные члены входят в это 

выражение с разными знаками. В виде 

уменьшения потенциала по внешним силам 

рассматривается слагаемое R . В качестве 

увеличения потенциальной энергии дефор-

мации объекта рассматривается слагаемое 

U .  

После этого есть возможность для  

записи аналитической формулировки прин-

ципа возможных перемещений таким  

способом: 

+

V

dV}{T)( 

 

0=++ 

S

dS}p{T)u(

V

dV}g{T)u(  .     (4) 

Есть возможность для того, чтобы 

уравнение равновесия внутри объекта, а 

также на его поверхности было представле-

но на основе выражения (4). При условии 

того, что не будут вводиться дополнитель-

ные ограничения относительно деформиро-

вания объекта внутри его объема, можно 

считать, что существуют линейные  

соотношения между деформациями и  

перемещениями: 

]u][L[][ = .                     (5) 

В указанном выражении L рассматри-

вается в виде матрицы линейных дифферен-

циальных операторов 





































































=

0

0

0

00

0
0

0

0

y

x

z

x

z

y

z

y

x

]L[ .                 (5) 

Тогда (3) можно переписать следую-

щим образом: 
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S
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V
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.                             (6) 

 

Можно использовать формулу Остро-

градского-Гаусса: 



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x
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V
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x

( 
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  .      (7) 

В этом выражении   и   рассматри-

ваются в виде функций координат, 

)x,ncos(= . 
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Выражение (6) мы можем переписать в 

следующем виде: 

 +−++

S
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В выражении (8)  , k  и h  рассматри-

ваются в виде косинусов углов между  

внешними нормалями и осями x, y и z. 

Вариации u , v , w  являются произ-

вольными. Равенство нулю (6) будет обеспе-

чено, если  
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Эти условия (9) представлены как урав-

нения равновесия прямоугольного элемен-

тарного участка тела. Чтобы разбить область 

на прямоугольные фрагменты, можно при-

менять методы исчерпывания [10]. Суще-

ствуют возможности для выделения двух 

типов сложных областей. Первые формиру-

ются на базе из непересекающихся замкну-

тых подобластей. Вторые состоят из обла-

стей, характеризуемых внутренними огра-

ничениями, как поверхности или кривые. 

Также могут быть использованы мето-

ды отображения. В них взаимнооднознач-

ным образом формируется отображения 

среди областей, которые характеризуются 

различными геометрическими формами. То-

гда, за счет применения оператора отобра-

жения, есть возможности для того, чтобы 

сделать перенос сетки от определенной   об-

ласти к заданной. 

Вывод. В работе показаны ключевые 

особенности вариационных принципов, 

применяемых в ходе анализа механических 

систем. Проиллюстрировано, каким образом 

строится уравнение равновесия для объекта. 
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