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В статье описывается математическая модель планирования производства товаров с ис-

пользованием вторичного сырья. На основе методов линейного программирования обосновыва-

ется оптимальная программа выпуска новой продукции. С помощью двойственных оценок 

проанализированы цены на вторичные материальные ресурсы.  

 

Ключевые слова: оптимизация производства, вторичное сырьё, использование вторичного сы-

рья, переработка, оптимизационная модель производства.  

 

Сегодня1 во всём мире остро стоят про-

блемы, связанные с дефицитом природных 

ресурсов. Рост численности населения, его 

стремление к благосостоянию, приводит к 

неизбежному увеличению потребления. В 

свою очередь, последнее вызывает интен-

сивное использование первичных ресурсов, 

что неизбежно оказывает неблагоприятное 

воздействие на окружающую среду. Так, 

согласно [2], при нынешних темпах добычи 

природных ископаемых, уже в недалёком 

будущем будут полностью исчерпаны из-

вестные месторождения некоторых руд ме-

таллов. На протяжении нескольких десяти-

летий для решения проблем, связанных с 

истощением природных месторождений, 

широко обсуждаются возможности вторич-

ного использования отходов, образующихся 

в процессе производства и потребления то-

варов. Использование при производстве то-

варов вторичного сырья позволит решить 

такие важные проблемы, как: 

1. создание циклического малоотход-

ного производства; 

2. повышение эффективности произ-

водства, то есть увеличение объёма произ-

водства на единицу используемых ресурсов;  

3. сохранение природных ресурсов; 

4. размещение и утилизация отходов. 

Потоки отходов являются следствием 

производственной и бытовой деятельности 

человека. Их величина напрямую зависят от 

численности населения, уровня развития 

производства, поэтому потоки образующих-

ся отходов должны учитываться при органи-

зации добычи природных ресурсов и плани-

рования производства, это впервые было 
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показано в работах [5]. Закономерно возни-

кает вопрос о пределах экологической эф-

фективности и возможности полной перера-

ботки. В работах [6] существующая эконо-

мическая модель, поощряющая рост произ-

водства и потребления товаров, противопо-

ставляется экономической модели замкну-

той системы, названной моделью «космиче-

ского корабля». Эта модель, к которой чело-

вечество вынуждено будет перейти в буду-

щем в условиях ограниченности территорий 

и исчерпаемости ресурсов. Планета ассоци-

ируется в этой модели с космическим ко-

раблём, в котором не может быть безгра-

ничных хранилищ для чего-либо или не-

ограниченных материалов. Следовательно, 

человеческая деятельность должна быть ре-

организована от линейного типа к цикличе-

скому, с возможностью непрерывного вос-

производства ресурсов и организации про-

изводства с минимальными побочными про-

дуктами. Ayres делает вывод о существова-

нии ограничений на полную переработку и 

утверждает, что большая часть космическо-

го корабля Boulding будет неактивна и отве-

дена под резервуары отходов. Аналогичные 

вопросы, связанные с пределами повышения 

эффективности переработки, обсуждаются в 

работе [7]. Автор не согласен с выводами в 

Ayres о невозможности полной переработки. 

Он утверждает, что подобной проблемы не 

существует в обозримом будущем, так как 

сегодняшние системы еще далеки от теоре-

тических пределов, а, следовательно, еще в 

течение долгого времени существует воз-

можность повышения экологической эффек-

тивности. Автор использует законы сохра-

нения энергии для определения этих огра-

ничений и приходит к выводу, что при 
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наличии энергии этот предел бесконечно 

мал. 

Целью статьи является изучение целе-

сообразности применения методов линейно-

го программирования для обоснованного 

планирования производства продукции с 

использованием вторичного сырья, выделя-

емого в конкретном регионе.  

Для достижения цели исследования 

ставятся следующие задачи: 

1) рассмотреть существующие линей-

ные модели планирования производства; 

2) построить модель производства то-

варов с использованием вторичных ресурсов 

региона; 

3) рассмотреть возможности дальней-

шей модификации модели. 

Математические методы при решении 

экономических задач впервые в отечествен-

ной науке были применены академиком 

Л. В. Канторовичем. В его работах впервые 

была сформулирована задача общая линей-

ного программирования, рассмотрены её 

применения для решения задач распределе-

ния ресурсов, а также снижения отходов, 

определения времени загрузки станков, 

определения плана перевозок и уменьшения 

топливных расходов. Канторович впервые 

показал использование двойственных оце-

нок для оценки оптимальности найденного 

решения, а также для определения измене-

ния направления целевой функции при не-

значительном изменении условия задачи [4]. 

Аналогичная модель может быть по-

строена для определения оптимального пла-

на распределения фракции вторичных ре-

сурсов между производствами различных 

ассортиментов продукции.  

Постановка задачи: 

В регионе выделяют n фракций отходов.  

Рассмотрим случай, когда объём каж-

дой выделяемой фракции известен и состав-

ляет 𝑉𝑔, 𝑔 = 1, 𝑛 . Из каждой фракции воз-

можно произвести 𝑘𝑛  видов продукции, где 

𝑘𝑛  – величина, определяемая для каждой 

фракции отдельно. Известны цена реализа-

ции каждого вида продукции и расходы вто-

ричного сырья на производство единицы 

новой продукции. Требуется определить, 

какие товары и в каких объёмах следует 

производить, чтобы получить максимум 

суммарной прибыли.  

Для построения математической моде-

ли введём следующие обозначения: 

𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑘𝑛– количество производимой 

продукции каждого вида; 

с𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘𝑛 – цена реализации единицы 

продукции 𝑥𝑖; 

𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘𝑛 – величина спроса на това-

ры из вторичного сырья; 

𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘𝑛  – затраты на производство 

единицы продукции 𝑥𝑖 в стоимостном экви-

валенте; 

𝑣𝑖 − затраты вторичного сырья на про-

изводство единицы i-й продукции; 

Требуется найти такие значения 𝑥𝑖, что  

𝐹1(𝑋) = (∑ (𝑐𝑖 − 𝑧𝑖)𝑥𝑖)𝑘𝑛
𝑖=1 ) → 𝑚𝑎𝑥 (1) 

при ограничениях 

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖
𝑘𝑛
𝑖=1 ≤ 𝑉𝑔                         (2) 

𝑥𝑖 ≥ 𝑏𝑖                               (3) 

𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑥𝑖 ∈ 𝑍                       (4) 

Критерий оптимальности (1) описывает 

максимум суммарной прибыли. 

Ограничение (2) описывает факт того, 

что объём сырья, необходимый для произ-

водства продукции, не может превышать 

объёма выделенной фракции (при условии, 

что нет дополнительных поставок вторично-

го сырья из других регионов). 

Ограничение (3) показывает, что орга-

низация производства продукции из вторсы-

рья обеспечивает удовлетворение спроса в 

продукции, которая может быть изготовлена 

из вторичных материалов.  

Ограничения (4) на количество произ-

ведённых товаров 𝑥𝑖 ,  накладывают ограни-

чения неотрицательности и в случае произ-

водства неделимой продукции условия це-

лочисленности. 

Для приведённой задачи линейного про-

граммирования можно составить двойствен-

ную задачу, которая определяет оптимальные 

цены (условные оценки) на ресурсы: 

𝑦0 – цена единицы вторичного ресурса; 

𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑘𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅  – цена единицы необходи-

мой в регионе продукции в случае альтерна-

тивного удовлетворения потребности 

(например, изготовления её из первичного 

материала или закупки в другом регионе). 

Двойственные оценки могут использо-

ваться для контроля реальной производ-

ственной деятельности. Согласно третьей 

теореме двойственности, 𝑦0  характеризует 

эффективность дополнительного привлече-

ния ресурсов, то есть изменение прибыли 

при использовании дополнительной едини-

цы вторичного ресурса, в то время как 𝑦𝑖 

показывает эффективность дополнительного 
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производства, обусловленного увеличением 

спроса на товары из вторичных ресурсов. 

Если в регионе нет необходимых мощ-

ностей для производства товаров из вторич-

ных ресурсов, то весь объём выделенной 

фракции будет продан в другие регионы по 

цене 𝑦0. Для покупателя сырья разумно тре-

бовать минимальной стоимости за весь объ-

ём: 𝑉𝑔𝑦0 → 𝑚𝑖𝑛. 

∑ 𝑏𝑖𝑦𝑖
𝑘𝑛
𝑖=1  – потребность в стоимостном 

эквиваленте региона в товарах, которые 

могли бы быть изготовлены из проданного 

вторсырья. Для производителя товаров вы-

годно максимальное значение сум-

мы: ∑ 𝑏𝑖𝑦𝑖 → 𝑚𝑎𝑥 
𝑘𝑛
𝑖=1 .  

Таким образом, двойственная задача 

может быть сформулирована следующим 

образом: определить цену вторичных ресур-

сов 𝑦0 и цену единицы товара 𝑦𝑖, что 

𝑈(𝑌) =  𝑉𝑔𝑦0 − ∑ 𝑏𝑖𝑦𝑖
𝑘𝑛
𝑖=1 → 𝑚𝑖𝑛      (5) 

при ограничениях 

𝑣𝑖𝑦0 ≥ (𝑐𝑖 − 𝑧𝑖) + 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅      (6) 

𝑦𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 𝑘𝑛
̅̅ ̅̅ ̅̅                     (7) 

Ограничения (6) показывают, что реги-

ону продажа фракции ресурсов целиком вы-

годна том случае, если доходы от продажи 

сырья не меньше, чем прибыль от реализа-

ции товаров, которые из них можно произ-

вести, и компенсируют затраты на покупку 

(или альтернативное производство) необхо-

димых региону товаров. 

Рассмотрим соотношения между опти-

мальными планами сформулированных пря-

мой и двойственной задач. Эти соотношения 

могут быть записаны с помощью теорем 

двойственности. 

𝑦0(∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖 − 𝑉𝑔
𝑘𝑛
𝑖=1 ) = 0             (8) 

𝑦𝑗(𝑥𝑖 − 𝑏𝑖) = 0, 𝑗 = 1, 𝑘𝑛            (9) 

𝑥𝑖(𝑣𝑗𝑦0 − (𝑐𝑗 − 𝑧𝑗) − 𝑦𝑗) = 0, 𝑖 = 1, 𝑘𝑛  (10) 

Из равенства (8) следует, что при поло-

жительной цене вторичного ресурса y0  

∑ 𝑣𝑖𝑥𝑖 = 𝑉𝑔
𝑘𝑛
𝑖=1 , то есть при оптимальном 

плане весь объём вторичного сырья идёт на 

переработку. В том случае, когда остаются 

излишки вторичного ресурса, его цена y0 

равна нулю. Равенство (9) означает, что при 

положительной цене yi производится коли-

чество товара, достаточное только для по-

крытия потребностей региона. В противном 

случае 𝑦𝑖 = 0, это означает, что товара в ре-

гионе производится «с запасом», достаточ-

ным для удовлетворения потребности реги-

она и возможного экспорта. Наконец, со-

гласно равенству (10), в случае организации 

производства товаров из вторичного сырья, 

прибыль от продажи фракции вторичных 

ресурсов равна нулю. 

Рассмотрим случай, когда каждый вид 

продукции может быть изготовлен из вто-

ричного сырья с добавлением некоторого 

количества первичного материала. 

𝑝𝑖 – объём первичных материалов, тре-

бующихся для производства продукции 𝑥𝑖. 

(𝑣𝑖 + 𝑝𝑖)  –  объём ресурсов, требую-

щихся для производства продукции 𝑥𝑖. 

Критерием оптимальности в этом слу-

чае, наряду с максимумом прибыли, можно 

считать минимальную долю использования 

первичных материалов: 

𝐹2(𝑋) = (
∑ 𝑝𝑖𝑥𝑖

𝑘𝑛
𝑖=1

∑ (𝑣𝑖+𝑝𝑖)𝑥𝑖
𝑘𝑛
𝑖=1

) → 𝑚𝑖𝑛 . 

Полученная задача, содержащая два 

критерия оптимальности, может быть реше-

на методом условной максимизации, при 

котором определяется заранее заданное, 

удовлетворительное значение доли первич-

ного материала 𝐹2
𝑚𝑎𝑥. 

Далее решается однокритериальная    

задача 

𝐹1(𝑋) → 𝑚𝑎𝑥, 𝐹2(𝑋) ≤ 𝐹2
𝑚𝑎𝑥. 

Рассмотренная модель производства 

товаров из вторичных ресурсов является 

статической, так как в ней не учитывается 

изменение объёма выделяемой фракции вто-

ричных ресурсов со временем и предполага-

ется постоянное наличие необходимого ко-

личества первичных ресурсов.  

В условии (3) спрос на товары каждого 

типа является случайной величиной, зави-

сящей от множества разнообразных факто-

ров. Тогда условие (3) следует записать в 

виде 𝑃(𝑥𝑖 ≥ 𝑏𝑖) ≥ 𝛼𝑖 , то есть (3) выполняет-

ся не всегда, а с некоторой вероятностью не 

меньше значения 0 < 𝛼𝑖 < 1 . Пусть bi –

случайная величина, распределённая по 

нормальному закону с известным математи-

ческим ожиданием M(bi) и дисперсией D(bi). 

Согласно [3], полученное вероятностное 

ограничение равносильно детерминирован-

ному ограничению 

𝑥𝑖 ≥ 𝑀(𝑏𝑖) + 𝛾𝛼1−0,5 ∙ √𝐷(𝑏𝑖),  (3′) 

где 𝛾𝛼1−0,5  находится по таблице функции 

Лапласа. 
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Разработанная математическая модель 

позволяет обосновать целесообразность ис-

пользования вторичного сырья, образован-

ного в данном регионе, для получения опре-

делённых товаров. Полученная модель явля-

ется многокритериальной задачей математи-

ческого программирования, которая предпо-

лагает максимум полученной прибыли при 

минимальной доле вовлечённых первичных 

материалов. Для решения этой задачи нахо-

дится оптимальное значение полученной 

прибыли при заранее выбранной предельной 

доли использования первичных ресурсов.  
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The article describes a mathematical model for planning the production of goods using secondary raw 

materials. On the basis of linear programming methods, the optimal program for the release of new 

products is established. With the help of dual estimates, prices for secondary material resources are 

analyzed.  
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