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УДК 621.396

Использование интегральных уравнений для расчета
характеристик рассеяния металлических объектов

А.П. Преображенский🖂, В.В. Маркин, А.О. Хацкелева, Ю.П. Преображенский
Воронежский институт высоких технологий, Воронеж, Россия

В работе проведено решение задачи, связанной с определением характеристик рассеяния
металлических объектов на основе интегрального уравнения Фредгольма 1 рода. В ходе вывода
уравнения, было показано, как оно формируется для объекта с произвольной формой и если
объект рассматривается в виде тела вращения. Даны примеры расчета характеристик
рассеяния для металлического цилиндра с переменным и постоянным радиусом.
Ключевые слова: электродинамический объект, ток, поле, интегральное уравнение, метод.

Using int�gr�l �qu�ti�ns t� ��l�ul�t�
th� s��tt�ring �h�r��t�risti�s �f m�t�l �bj��ts

B.P. Pr��br�zh�nski�🖂, V.V. E�rkin, B.H. H�tsk�l�v�, Yu.P. Pr��br�zh�nski�
V�r�#	zh I#stit�t	 �f High T	�h#�l�gi	s, V�r�#	zh, R�ssi 

Th	 � �	r s�lv	s  �r�bl	� r	l t	d t� d	t	r�i#i#g th	 s� tt	ri#g �h r �t	risti�s �f �	t l �bj	�ts
b s	d �# th	 Fr	dh�l� i#t	gr l 	q� ti�# �f th	 1st ki#d. D�ri#g th	 d	riv ti�# �f th	 	q� ti�#, it w s
sh�w# h�w it is f�r�	d f�r  # �bj	�t with  #  rbitr r� sh �	  #d if th	 �bj	�t is ��#sid	r	d  s  b�d�
�f r�t ti�#. E� ��l	s �f � l��l ti#g th	 s� tt	ri#g �h r �t	risti�s f�r  �	t l ��li#d	r with v ri bl	
 #d ��#st #t r di�s  r	 giv	#.
K	�w�rds: 	l	�tr�d�# �i� �bj	�t, ��rr	#t, fi	ld, i#t	gr l 	q� ti�#, �	th�d.

Разработка современных систем связи требует использования различных
моделей и формализованных методов электродинамики. В некоторых случаях их
применяют в системах автоматизированного проектирования [1]. Выбор конкретного
метода для проведения электродинамического моделирования зависит от формы
анализируемого объекта, его размеров, отражающих свойств и т.д. В резонансной
области, когда размеры объектов сравнимы с длиной электромагнитной волны,
проведение оценок рассеивающих свойств требует использования численных методов и
аппарата интегральных уравнений [2].

Целью данной работы является проведение анализа возможностей
использования интегральных уравнений Фредгольма первого рода для определения
характеристик рассеяния металлических электродинамических объектов.

Рассмотрим задачу рассеяния [3, 4] электромагнитной волны 𝑓 𝑀 на
металлическом объекте 𝐷, который ограничен поверхностью 𝑆. Чтобы вне данного
объекта в области 𝐷𝑒 провести расчет полного поля u, требуется, чтобы было получено
решение краевой задачи

Δ𝑢 + 𝑘2𝑢 =− 𝑓 в 𝐷,
𝑢|𝑆 = 0,

𝜕𝑢
𝜕𝑟 − 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜(1/𝑟), если 𝑟 → ∞.

(1)
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В рассматриваемой формуле Δ – соответствует оператору Лапласа, 𝜅 – это
волновое число. В ходе решения будем считать, что поверхность 𝑆 соответствует
критерию Ляпунова [5], а 𝑓 𝑀 является непрерывной функцией. Точка 𝑀 лежит на
поверхности 𝑆, которая окружает объект. В таком случае можно говорить
единственном решении, которое будет определяться при помощи формулы Грина

𝑢 𝑀 = 1
4𝜋∮

𝑆
[𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑒𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃

𝑅𝑀𝑃
− 𝑢 𝑃 𝜕

𝜕𝑛
𝑒𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃

𝑅𝑀𝑃
]𝑑𝑆𝑃 + 1

4𝜋∫
𝑇

𝑓 𝑃 𝑒 𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃
𝑅𝑀𝑃

𝑑𝜏𝑃. (2)

Кружок в интеграле в формуле (2) соответствует интегрированию по замкнутой
поверхности. Следует учесть, что для точек 𝑀 и 𝛲 будет расстояние 𝑅 = 𝑅𝑀𝑃, функция
𝑓 𝑀 характеризуется носителем 𝛵. Точка 𝛲 соответствует точке, в которой находится
приемное устройство. Если учесть по полному полю 𝑢 𝑃 граничное условие, то (2)
запишется так

𝑢 𝑀 = 1
4𝜋∮

𝑆
[𝜕𝑢

𝜕𝑛 𝑃 𝑒𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃
𝑅𝑀𝑃

]𝑑𝑆𝑃 + 𝐹(𝑀), (3)

учитываем, что

𝐹 𝑀 = 1
4𝜋∫

𝑇
𝑓 𝑃 𝑒 𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃

𝑅𝑀𝑃
𝑑𝜏𝑃.

Анализируя (3), видим, что если найдем функцию 𝜕𝑢
𝜕𝑛 |𝑆, то можно вне объекта в

области 𝐷𝑒 найти [6, 7] полное поле 𝑢 𝑀 . Если осуществить перемещение точки 𝑀 в
область 𝐷, то придем к следующему интегральному уравнению Фредгольма первого
рода

∮
𝑆

[𝜇 𝑃 𝑒𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃
𝑅𝑀𝑃

]𝑑𝑆𝑃 =− 𝐹(𝑀). (4)

В (4) 𝜇 𝑃 является некоторой функцией, которая задана на поверхности 𝑆.
Следует отметить, что в таком уравнении будет разная размерность для области
определения функции и правой части.

Поскольку была обозначена краевая задача, то уравнение (4) должно быть ей
эквивалентно. Проведенный анализ показывает, что при осуществлении предела 𝑀 → 𝑃
соответствующие значения производной 𝜕𝑢

𝜕𝑛 могут рассматриваться как решение
уравнения (1).

Покажем, что будет единственность непрерывного решения уравнения (4). Тогда
необходимо продемонстрировать, что будет только тривиальное решение,
соответствующее однородному уравнению

∮
𝑆

[𝜇 𝑃 𝜓 𝑀, 𝑃 ]𝑑𝑆𝑃 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷, (5)

с учетом

𝜓 𝑀, 𝑃 = 𝑒𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃

𝑅𝑀𝑃
.

Предположим, что 𝜇 = 𝜇0 𝑃 является решением уравнения (4). В таком случае
можно убедиться в равенстве нулю функции для области 𝐷

𝑉 𝑀 =
𝑆

[𝜇0 𝑃 𝜓 𝑀, 𝑃 ]𝑑𝑆𝑃.
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А если рассматривать 𝐷𝑒, то функция будет соответствовать условиям излучения
в бесконечности, а также однородному [8, 9] уравнению Гельмгольца. В этой связи
можно говорить о том, что в 𝐷𝑒 будет 𝑉 𝑀 = 0. Если провести анализ 𝜕𝑉

𝜕𝑛 на 𝑆, то
𝜇0 𝑃 ≡ 0.

Это говорит о том, что в (4) будет единственность решения, а в (5) решение,
которое тривиально. В таком случае можно говорить об эквивалентности (1) и (4).
После того, как для (4) получено решение 𝜇 𝑃 𝜕𝑢

𝜕𝑛 |𝑆, его можно подставить в (3) и
получить решение для (1).

Необходимо учитывать, что в (4) � может лежать в части 𝐷′ области 𝐷.
Например, 𝑀 может находиться на поверхности Ляпунова. Проводя анализ
представленного выше доказательства, можно показать, что будем иметь нулевое
решение для (5) при 𝐿𝑧 𝑆 . В таком случае будет замкнутость ядра (5) 𝜓 𝑀, 𝑃 в 𝐿𝑧 𝑆 .

Пусть внутри D при центре в точке 𝑂 рассматривается сферическая система
координат. Считаем, что 𝑃 ∈ 𝑆, 𝑀 лежит внутри шара. Основываясь для
цилиндрических функций на теореме сложения и для сферических функций условий
полноты, от (5) перейдем к

∮
𝑆

[
𝐻1

𝑛+1/2 𝑘𝑟

𝑟
𝑃 𝑚

𝑛 (𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑒±𝑖𝑚𝜑𝜇 𝑃 ]𝑑𝑆 = 0, (6)

𝑛 = 0,1,2,…, ∞, 𝑚 = 0,1,2,…, 𝑛.

В данном выражении 𝐻1
𝑛+1/2 𝑘𝑟 – это функция Ханкеля первого рода, 𝑃 𝑚

𝑛 (𝑘𝑟) –
это полином Лежандра [10]. Видно, что для системы металлических функций в
уравнении Гельмгольца удовлетворяется условие замкнутости и полноты в 𝐿𝑧 𝑆 при
любой поверхности Ляпунова. Кроме того, для уравнения Гельмгольца от третьей
краевой задачи

Δ𝑢 + 𝑘2𝑢 =− 𝑓 в 𝐷𝑒,
𝜕𝑢
𝜕𝑛 + ℎ𝑢|𝑆 = 𝑓 𝑃 |𝑆,

𝜕𝑢
𝜕𝑟 − 𝑖𝑘𝑢 = 𝑜 1/𝑟 , если 𝑟 → ∞, 

(7)

можно прийти к уравнению первого рода. Для решения задачи (7) можно записать
выражение

𝑢 𝑀 = 1
4𝜋 ∮

𝑆
𝜕𝑢
𝜕𝑛 + ℎ𝑢 𝜓 𝑀, 𝑃 − 𝜕𝜓

𝜕𝑛 + ℎ𝜓 𝑢 𝑑𝑆𝑃, 𝑀 ∈ 𝐷 𝑒 ,

𝜓 𝑀, 𝑃 = 𝑒𝑖𝑘𝑅𝑀𝑃
𝑅𝑀𝑃

.
(8)

Размещая в области 𝐷 точку 𝑀, придем к интегральному уравнению

𝑆

𝜕𝜓
𝜕𝑛𝑃

+ ℎ𝜓 u 𝑃 𝑑𝑆 =
𝑆

𝜓 𝑀, 𝑃 𝜕𝜓
𝜕𝑛

+ ℎ𝜓 𝑑𝑆.

С учетом граничного условия получим
∮

𝑆

𝜕𝜓
𝜕𝑛𝑃

𝑀, 𝑃 + ℎ𝜓 u 𝑃 𝑑𝑆, 𝑀∈𝐷 ,

𝐹 𝑀 = ∮
𝑆

𝜓 𝑀, 𝑃 𝑓 𝑃 𝑑𝑆 , 𝑀∈𝐷.
(9)
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Для того, чтобы определить решение [11, 12], соответствующее (5) необходимо
решение на 𝑆 получить для (8). В таком случае эквивалентность (7) (9) вытекает из
того, что в (9) будет решение единственным.

Покажем, что решение тривиально для
∮

𝑆

𝜕𝜓
(𝜕𝑛𝑃

𝑀, 𝑃 + ℎ𝜓 𝑀, 𝑃 𝜇 𝑃 𝑑𝑆 = 0, 𝑀 ∈ 𝐷. (10)

Например, обозначим такое решение, как 𝜇1 𝑃 и сформируем выражение

𝑉(𝑀) =
𝑆

𝜕𝜓
(𝜕𝑛𝑃

𝑀, 𝑃 + ℎ𝜓 𝑀, 𝑃 𝜇1 𝑃 𝑑𝑆𝑃.

Основываясь на (10), справедливо 𝑉(𝑀) ≡ 0 для 𝐷, на 𝑆 имеем
𝑉 = 4𝜋𝜇1 𝑃 ,

𝜕𝑉
𝜕𝑛

=− 4𝜋ℎ 𝑃 𝜇1 𝑃 ,

поэтому
𝜕𝑉
𝜕𝑛

+ ℎ𝑉 = 0.

Исходя из того, что 𝑉(𝑀) ≡ 0, то при анализе 𝐷𝑒 получим краевую задачу
Δ𝑉 + 𝑘2𝑉 = 0,
𝜕𝑉
𝜕𝑛 + ℎ𝑉|𝑆 = 0,

𝜕𝑉
𝜕𝑟 − 𝑖𝑘𝑉 = 𝑜(1/𝑟), если 𝑟 → ∞.

(11)

Можно установить, что 𝑉(𝑀) ≡ 0 для 𝐷𝑒 вследствие того, что справедлива
теорема единственности. В этой связи на 𝑆 будет выполняться условие

𝜇1 𝑃 = 0.
Поэтому можно говорить о единственности решения (9), а для (10) приходим к

решению, которое будет тривиальным. Если провести решение уравнения (9), то тогда
краевая задача (7) может быть решена с учетом использования формулы Грина (8).
Полнота и замкнутость следующих функций вытекает из того, что будет единственное
решение в (9)

{ 𝜕
𝜕𝑛

+ ℎ}
𝐻1

𝑛+1/2 𝑘𝑟
𝑟

𝑃 𝑚
𝑛 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒±𝑖𝑚𝜑,

𝑛 = 0,1,2,…, ∞, 𝑚 = 0,1,2,…, 𝑛.
От двумерного интегрального уравнения можно перейти к одномерному

интегральному уравнению [13, 14]. Тогда в ходе вычислений потребуется заметно
меньшее число действий. Это будет наблюдаться, когда подынтегральная функция
зависит не от двух, а от одной переменной, что, например, соответствует телу
вращения. Покажем, как вывести соответствующее интегральное уравнение. Пусть
существует некоторая ось 𝑧, вокруг которой происходит вращение кривой 𝐶. Тогда
будет образовываться поверхность 𝑆.

Если для цилиндрических функций реализовывать теорему сложения [15, 16], то
получим такие соотношения
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∮
𝑆

𝜇 𝑃 [
𝐻1

𝑛′+1/2 𝑘𝑟

𝑟
𝑃 𝑚

𝑛′ 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒±𝑖𝑚𝜑𝜇 𝑃 ]𝑑𝑆 = 𝐹±𝑚
𝑛 ,

𝑛′ = 0,1,2,…, ∞, 𝑚 = 0,1,2,…, 𝑛′,
(12)

мы ввели такое обозначение для выражения

𝐹±𝑚
𝑛 =

𝑆
𝑓 𝑃 𝜕

𝜕𝑛
{

𝐻1
𝑛′+1/2 𝑘𝑟

𝑟
𝑃 𝑚

𝑛 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑒±𝑖𝑚𝜑}𝑑𝑆,

если рассматривать точку 𝑃, то ей будут соответствовать сферические координаты 𝑟, 𝜃
и 𝜑. Используем ряд Фурье для того, чтобы относительно угла 𝜑 провести разложение
функции

𝜇 𝑃 |𝑆 =
∞

𝑚=−∞∞
𝜇𝑚 𝐿1 𝑒𝑖𝑚𝜑,

используется цилиндрическая система координат 𝜌, 𝜑, 𝑧, для объекта вращения 𝐿1
соответствует длине образующей, есть зависимость от 𝐿1 координат 𝜌 и 𝑧. Исходя из
того, что

𝑑𝑆 = 𝜌,𝑑𝐿1𝑑𝜑,
можно представить (12) таким образом

∫
𝐶

𝜇±𝑚(𝐿1)
𝐻1

𝑛′+1/2 𝑘𝑟

𝑟
𝑃 𝑚

𝑛′ 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜌 𝑑𝐿1 = 𝐹𝑚
𝑛′,

𝑛′ = 0,1,2,…, ∞, 𝑚 = 0,1,2,…, 𝑛′,

𝑟 = 𝜌2 + 𝑧2, 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑧/ 𝜌2 + 𝑧2.

(13)

Проведем замену 𝑛 = 𝑛′ − 𝑚, тогда (12) представим как

∫
𝐶

𝜇±𝑚(𝐿1)
𝐻1

𝑛+𝑚+1/2 𝑘𝑟

𝑟
𝑃 𝑚

𝑛+𝑚 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝜌𝑑𝐿1 = 𝐹𝑚
𝑛+𝑚, (14)

здесь 𝑛 = 0,1,2,…, ∞, 𝑚 = 0,1,2,…,∞.
Если рассматривать на оси вращения 𝑧 точку 𝑀 и она будет иметь координату 𝜉,

то тогда можно (14) умножить на следующее выражение и провести суммирование по
𝑛 = 0,1,2,…, ∞ 

− 1 𝑚 22𝑚+1/2𝛤 𝑚 + 1/2 𝑘− 𝑚+1/2

2𝑚 ! (𝑚 + 𝑛 + 1/2)
𝐽
𝑛+𝑚+1

2
(𝑘 𝜉)

 𝜉𝑛+1/2 .

В данном выражении 𝛤 является гамма-функцией Гаусса [10]. Кроме того,
необходимо учесть обобщенную теорему сложения

𝑟𝑚 𝐻1
𝑛′+1/2 𝑘𝑅

 𝑅𝑛+1/2 = − 1 𝑚
2𝑛+1/2𝑚!Г 𝑚 + 1

2
2𝑚 !𝑘 𝑚+1/2

×

×
∞

𝑛=0
(𝑛 + 𝑚 + 1/2)

𝐽
𝑛+𝑚+1

2
(𝑘 𝜉)

 𝜉𝑛+1/2

𝐻1
𝑛+𝑚+1/2 𝑘𝑟

𝑟
𝑃 𝑚

𝑛+𝑚 𝑐𝑜𝑠𝜃 ,
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если 𝜉 < 𝑟, 𝑅 = 𝜌2 + 𝜉2 − 2𝑟𝜉𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝜌2 + (𝑧 − 𝜉)2. В таком случае придем к
следующему представлению интегрального уравнения первого рода [17]:

∫
𝐶

𝜇±𝑚(𝐿1)
𝐻1

𝑚+1/2 𝑘𝑅

𝑅𝑚+1/2 𝑟𝑚𝜌 𝑑𝐿1 = 𝐹±𝑚(𝜉),

𝑚 = 0,1,2,…,∞,
(15)

при этом

𝐹±𝑚(𝜉) =
𝐶

𝑓±𝑚(𝐿1) 𝜕
𝜕𝑛

𝐻1
𝑚+1/2 𝑘𝑅

𝑅𝑚+1/2 𝑟𝑚𝜌𝑑𝐿1,

здесь первый сомножитель под интегралом при рассмотрении поверхности 𝑆
соответствует коэффициенту Фурье функции 𝑓(𝐿1), то есть

𝑓 𝑃 |𝑆 =
∞

𝑚=−∞
𝑓𝑚 𝐿1 𝑒𝑖𝑚𝜑.

Для того, чтобы решать сформированное интегральное уравнение, при
определении токов на поверхности металлического объекта предлагается использовать
метод моментов [17]. За счет такого подхода возникают возможности для того, чтобы
неизвестные токи были интерполированы и экстраполированы на базе полиномов. В
качестве базисных функций предлагается применять кусочно-линейные функции, в
качестве пробных функций – гармонические функции. Если удалось определить токи
на поверхности объекта, то далее для осуществления расчетов рассеянных полей можно
использовать интеграл Кирхгофа [13].

Были проведены расчеты диаграммы обратного рассеяния на основе
сформированных уравнений Фредгольма первого рода для: 1) цилиндра с уравнением
контура 𝑟 = 𝑟 𝜑 = 2 + 𝑐𝑜𝑠 3𝜑 , 2) цилиндра с радиусом 𝑟 = 3,5𝜆, где 𝜆 – длина
электромагнитной волны. Для первого случая минимальное значение диаграммы
рассеяния равно 1, максимальное значение равно 3. Оптимальное число узлов
разбиения в ходе решения равно 300. Для второго случая, среднее значение диаграммы
рассеяния соответствует 1,5 × 10-3.

Заключение. В работе проведено решение задачи, в которой, исходя из
уравнения Гельмгольца, были сформированы интегральные уравнения. Они
соответствовали объектам, которые являются идеально проводящими. При выводе
уравнений учитывались граничные условия на поверхности объекта. Показана
возможность перехода от двумерного к одномерному представлению. Дана оценка
характеристик рассеяния в ходе решения интегрального уравнения методом моментов
и использовании приближения Стрэттона-Чу.
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