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Исследование возможностей оптимального управления
системой интернет вещей

А.П. Преображенский🖂, Е.А. Фирсова, В.С. Стукалова, В.О. Телегина,
Ю.П. Преображенский

Воронежский институт высоких технологий, Воронеж, Россия
В работе рассмотрена задача управления системой интернет вещей с использованием
синтеза оптимального модуля управления. В ходе формирования системы управления
использовались основные положения вариационного исчисления. Даны рекомендации по
обеспечению устойчивости системы интернет вещей. Определены значения параметра
стабилизации при заданном ресурсе управления при разных значениях множителя Лагранжа.
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Интернет вещей является распределенной сетью различных компонентов [1].
Наиболее часто данная технология используется в сельском хозяйстве,
промышленности, умных домах. В состав системы интернет вещей входит множество
компонентов, которые слабо связаны между собой. При рассмотрении компонентов
можно увидеть, что они имеют разные характеристики, структуры и предназначены для
решения разных задач. Система интернет вещей подвергается воздействию внешней
среды, в которой она находится. Необходимо обеспечить ее устойчивую работу
вследствие определенной открытости некоторых каналов в системе. Для управления
может использоваться обратная связь, в которой находится модуль управления.

Цель статьи заключается в исследовании характеристик модуля управления
системы интернет вещей для обеспечения ее стабилизации.

Для системы интернет вещей рассмотрим задачу формирования обратной связи,
которая была бы оптимальной. Оптимальность рассматривается с точки зрения того,
что если будут внешние воздействия [2], то для анализируемой системы вещей будет
обеспечена наилучшая среди всех точность стабилизации.

В системе интернет вещей есть компоненты, параметры которых не зависят от
времени, и есть такие, параметры которых зависят от времени [3]. Это учитывается в
ходе построения математической модели такой системы:
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𝐴 𝐷 𝑥 = 𝐵 𝐷 𝑢 + 𝜑 𝑡 . (1)
В рассматриваемой модели 𝑥 – вектор переменных в системе, который

подвергается регулированию, 𝑢 – управление, 𝐷 = 𝑑/𝑑𝑡 – оператор дифференцирования,
𝜑 𝑡 – возмущающее воздействие, 𝐴, 𝐵 – матрицы коэффициентов.

Существует обратная связь в системе интернет вещей, которой соответствует
уравнение

𝑢 =− 𝑊 𝐷 𝑥, (2)
при этом 𝑊 можно представить так, что 𝑢 = 𝑊1 𝐷 𝑥/𝑊2 𝐷 𝑥, а 𝑊1 𝐷 и 𝑊2 𝐷
являются соответствующими алгебраическими полиномами.

При определении оптимального управления в обратной связи необходимо найти
оператор 𝑊 𝐷 , который обеспечивал бы для функции 𝑥 𝑡 наилучшее преобразование
в 𝑢 𝑡 � учетом наивысшей точности. В ходе построения операторов, которые являются
лучшими в определенном смысле, не всегда существуют возможности для
формирования удобного математического аппарата [4]. В этой связи необходимо
опираться на корреляционную теорию [5] случайных процессов. Тогда за счет того, что
в системе интернет вещей, описываемой на основе (1), используется управление на
основе (2), придем к уравнениям замкнутой системы:

𝐴 𝐷 + 𝐵 𝐷 𝐷𝐷) 𝑥 = 𝜑 𝑡 , (3)
𝐴 𝐷 + 𝐵 𝐷 𝐷 𝑢 =− 𝑊 𝐷 𝜑 𝑡 , (4)

для среднего квадрата решения уравнения будем иметь:
𝜎2

𝑥 =∫∝
0

𝑆𝜑(𝜔) 𝑑𝜔
|𝐴 𝑗𝜔 +𝐵 𝑗𝜔 𝑊(𝑗𝜔)|2

, (5)

𝜎2
𝑢 =∫∝

0
𝑆𝜑(𝜔) |𝑊(𝑗𝜔)|2𝑑𝜔

|𝐴 𝑗𝜔 +𝐵 𝑗𝜔 𝑊(𝑗𝜔)|2
. (6)

Учитываем, что 𝑆𝜑(𝜔) является спектральной плотностью мощности случайного
процесса 𝜑 𝑡 .

Далее, необходимо обеспечить управление, которое дает минимум 𝜎2
𝑥 с учетом

того, что по ресурсу управления есть ограничение, но это будет в работе системы
интернет вещей давать наилучшую точность в стабилизации [6].

Поскольку ограничение накладывается на средний квадрат управления 𝜎2
𝑢, то для

того, чтобы определить оптимальный оператор 𝑊 𝐷 , требуется рассматривать
изопериметрическую задачу вариационного исчисления. В таком случае будет идти
поиск функции 𝑊(𝑗𝜔), при которой минимизируется интеграл (5), если для (6) известно
его значение.

𝑚2𝜎2
𝑥 + 𝜎2

𝑢 =∫∝
0

𝑆𝜑(𝜔) (𝑚2+ 𝑊 𝑗𝜔 2)𝑑𝜔
|𝐴 𝑗𝜔 +𝐵 𝑗𝜔 𝑊(𝑗𝜔)|2

, (7)

здесь используется для вычислений 𝑚2 – множитель Лагранжа [7, 8]. Принимая во
внимание условие Лежандра, исходим из того, что 𝑚2 > 0.

Рассмотрим интеграл (7). В нем по второму множителю первая вариация должна
быть нулевой для того, чтобы условие минимального значения интеграла было
выполнено [9]. Учитываем, что между 𝑊(𝑗𝜔) и 𝑆𝜑 нет связи. В таком случае
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𝐹 = 𝑚2

|𝐴 𝑗𝜔 +𝐵 𝑗𝜔 𝑊(𝑗𝜔)|2
𝑊(𝑗𝜔) = 𝑚2+|𝑊(𝑗𝜔)|2𝑑𝜔

(𝐴 𝑗𝜔 +𝐵 𝑗𝜔 𝑊(𝑗𝜔))(𝐴 −𝑗𝜔 +𝐵 −𝑗𝜔 𝑊(−𝑗𝜔))
. (8)

Справедливым является равенство

𝛿𝐹 = 𝜕𝐹
𝜕𝑊 𝑗𝜔

𝛿𝑊 𝑗𝜔 + 𝜕𝐹
𝜕𝑊 − 𝑗𝜔

𝛿𝑊 − 𝑗𝜔 .

Первая вариация обращается в ноль, когда
𝜕𝐹

𝜕𝑊 𝑗𝜔
= 0 и 𝜕𝐹

𝜕𝑊 −𝑗𝜔
= 0.

Тогда после вычисления первой производной получаем

𝑊опт 𝑗𝜔 =− 𝑚2 𝐵 −𝑗𝜔
𝐴 −𝑗𝜔

. (9)

Для оптимального модуля управления, к которому мы стремимся в системе
интернет вещей, получаем выражение

𝑈опт =− 𝑚2𝐵(−𝐷)
𝐴(−𝐷) 𝑥. (10)

Проводя воздействие модулем управления на систему интернет вещей (1),
можно увидеть, что устойчивость такой системы будет неполной. То есть, при
совместном рассмотрении (1) и (10), приходим к выражению

𝐴 𝐷 𝐴 − 𝐷 + 𝑚2𝐵 𝐷 𝐵 − 𝐷 𝑥 = 𝐴 − 𝐷 𝜑 𝑡 ,
𝐴 𝐷 𝐴 − 𝐷 + 𝑚2𝐵 𝐷 𝐵 − 𝐷 𝑢 = 𝑚2𝐵 − 𝐷 𝜑 𝑡 . (11)

Критерий Гурвица не будет выполняться для анализируемого
характеристического полинома [10]. Это вытекает из того, что корень будет
удовлетворять уравнению для 𝜆 = 𝜆1 + 𝑗𝜆2, если 𝜆1 < 0, и корень будет удовлетворять
уравнению для − 𝜆 = 𝜆1

′ + 𝑗𝜆2
′′, если 𝜆2

′ > 0. Это можно объяснить в (11) симметрией
формулы.

То есть, нельзя рассматривать (10) в виде оптимального модуля управления в
системе интернет вещей. Следует исходить из (2), которое будет соответствовать (7), но
при этом устойчивость системы интернет вещей должна соблюдаться [11, 12]. Для
решения такой задачи могут быть использованы разные подходы.

Проведем разработку алгоритма оптимального модуля управления для системы
интернет вещей при условии, что 𝐵 𝐷 = 1.

В ходе решения исходим из того, что используем дробно-линейную четную
функцию, позволяющую для спектра мощности осуществлять процедуры
аппроксимации:

𝑆𝜑 =
𝑎𝑝𝜔2𝑝−+𝑎𝑝−1𝜔2𝑝−2+…+𝑎0

𝑏𝑞𝜔2𝑞+𝑏𝑞−1𝜔2𝑞−2+…+𝑏0
. (12)

После этого, основываясь на том, что от 𝑗𝜔 переходим к 𝑠, реализуем процесс
факторизации

𝑆 𝜑(𝑠) = 𝑆 1(𝑠)1(− 𝑠), (13)
который приводит к симметричным множителям.
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В (12) в знаменателе и числителе для многочленов требуется определить их
корни. Тогда в первом сомножителе корни соответствуют 𝜆1 < 0, а во втором
сомножителе корни соответствуют 𝜆1 > 0.

В ходе рассмотрения полинома
𝐴 𝑠 𝐴 − 𝑠 + 𝑚2 = 𝐺(𝑠)𝐺(− 𝑠) (14)

будет происходить процедура факторизации. В (14) первый сомножитель будет
соответствовать условию Гурвица, второй сомножитель не соответствует условию
Гурвица. Этот полином подвергается процедуре сепарации, тогда приходим к
выражению

𝐴 𝑠
𝐺 −𝑠 𝑆1 𝑠 = 𝑀0 + 𝑀+ + 𝑀−. (15)

В нем 𝑀0 соответствует полиному, который будет целым. Для 𝑀1 и 𝑀2 полюса
находятся в левой и правой полуплоскостях комплексной плоскости [13],
соответственно. Необходимо ввести дополнительное выражение

𝛷 𝑠 = 𝑀0+𝑀+
𝐺 𝑠 𝑣 , (16)

на базе которого оптимальный оператор системы интернет вещей записывается как
𝑊 𝐷 = 𝐴 𝐷 − 1

𝛷(𝐷) . (17)

Рассмотрим результаты синтеза оптимального модуля управления в системе
интернет вещей. Если поведение системы интернет вещей описывается следующим
законом

𝐷 𝑥 = 𝑢 + 𝜑 𝑡 , (18)
то после осуществления процедуры факторизации по спектру будет получено
выражение

𝜎2
𝑥

2
𝜋

𝛼
𝛼2 − 𝑠2 = 𝜎𝜑

2
𝜋

𝛼
𝛼 + 𝑠 𝜎𝜑

2
𝜋

𝛼
𝛼 − 𝑠 .

В таком случае в выражении (14) 𝑆 𝑠 = 1/ 𝛼 + 𝑠 . Тип функции, описывающей
модуль управления в системе интернет вещей не зависит от постоянных множителей.
После осуществления процедуры факторизации по полиному

𝑚2 + 𝐴 𝑠 𝐴 − 𝑠 = 𝑚2 − 𝑠2 = (𝑚 + 𝑠)(𝑚 − 𝑠)
получается, что 𝐺 𝑠 = 𝑚 + 𝑠, 𝐺 − 𝑠 = 𝑚 − 𝑠. Процедура сепарации ведет к выделению
правильных дробей и целой части

𝐴 𝑠
𝐺 − 𝑠 𝑆1 𝑠 = − 𝑠

(𝑚 − 𝑠)(𝛼 + 𝑠) = − 𝑚
𝛼 + 𝑚

1
𝑚 − 𝑠 + 𝛼

𝑚 + 𝛼
1

𝛼 + 𝑠 .

После преобразований получаем
𝑀0 = 0 и 𝑀1 = 𝛼

𝛼+𝑚
1

𝛼+𝑠 .

Проведя расчет функции 𝛷 𝑠 , приходим к выражению

𝛷 𝑠 = 𝑀0 + 𝑀+
𝐺 𝑠 𝑆1 𝑠 = 𝛼

𝛼 + 𝑚
1

𝛼 + 𝑠 .
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Тогда для модуля управления системой интернет вещей, являющегося
оптимальным и учитывающем воздействия внешней среды (параметр 𝛼) записываем
выражение

𝑢 =− [ 𝑚
𝛼 𝐷 + 𝑚(𝑚+𝛼)

𝛼 ]𝑥. (19)
В (19) случайное внешнее воздействие 𝜑 𝑡 характеризуется корреляционной

функцией
𝐾𝜑 𝜏 = 𝜎2

𝑥𝑒−𝛼𝜏, (20)
которая связана с со спектром

𝑆𝜑 𝜔 = 𝜎2
𝑥

2
𝜋

𝛼
𝛼2+𝜔2 . (21)

Если использовать полученный модуль управления (19) в обратной связи, то
этому будет соответствовать следующее уравнение

𝐷 + 𝑚 𝑥 = 𝛼
𝛼+𝑚𝜑. (22)

Система интернет вещей становится устойчивой, для нее параметры будут

𝜎2
𝑥 = 𝛼2

𝑚(𝛼+𝑚)

𝜎2
𝑢 = 𝛼2𝑚+3𝛼𝑚2+𝑚3

(𝛼+𝑚)3

. (23)

В случае ограничения сверху для ресурса управления в системе интернет вещей
𝜎2

𝑢 ≤ 0,7, основываясь на (23), значение множителя Лагранжа 𝑚2 = 1,69. Тогда (19)
представляется как

𝑢 =− [1,3𝐷 + 3]𝑥,

и, с учетом ограничения по управлению, имеем 𝜎2
𝑥 = 0,0632.

Анализ показал, что для модуля управления линейного вида 𝑢 =− 𝑘0𝑥 и условия
𝜎2

𝑢 ≤ 0,7 оптимальным будет модуль управления, удовлетворяющий выражению
𝑢 =− 2,33𝑥, при этом 𝜎2

𝑥 = 0,128. Далее определим, каким образом можно определить
множители Лагранжа. При этом следует учитывать ограничения по управлению.

Пусть воздействие внешней среды описывается на основе гармонического
закона

𝜑 𝑒 = 2sin  𝛽𝑡 + 𝜃 . (24)
В качестве примера, если 𝛽 = 0, то с учетом (11) можно получить

𝜎𝑥 = |𝐴(𝑗𝛽)|
|𝐴(𝑗𝛽)|2+𝑚2|𝐵(𝑗𝛽)|2

. (25)

𝜎𝑢 = 𝑚2|𝐵(𝑗𝛽)|
|𝐴(𝑗𝛽)|2+𝑚2|𝐵(𝑗𝛽)|2

. (26)

Эти выражения (25) и (26) дают возможности для построения кривой в
координатах, где 𝜎𝑥 – по оси абсцисс, а 𝜎𝑢 – по оси ординат, а 𝑚2 – параметр.
Наихудшей ситуацией будет такая, в которой функция 𝑀 имеет наименьшее значение

𝑀 = |𝐴(𝑗𝛽)|2 + 𝑚2 |𝐵(𝑗𝛽)|2. (27)
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Для нее ведется поиск 𝜔 = 𝛽. Точка на кривой соответствует |𝐴(𝑗𝛽)| и |𝐵(𝑗𝛽)| и
связанным с ними 𝜎𝑥 и 𝜎𝑢. Меняя 𝑚2, получаем другие точки. Например, (27) задается
так

𝑀 = 𝑤4 − 𝑤2 + 1 + 𝑚2 1 + 𝑤2 .

Чтобы определить минимальные значения, требуется взять производную и
приравнять нулю. В таблице приведен пример вычисленных точек кривой.

Таблица
𝑚2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 4 ∞
𝛽 0,707 0,632 0,548 0,448 0,316 0 0 0
𝜎𝑥 0 0,217 0,341 0,43 0,471 0,5 0,8 1
𝜎𝑢 1,155 0,878 0,725 0,629 0,556 0,5 0,2 0

На рисунке показаны точки, которые лежат на кривой. Этой кривой можно
пользоваться на практике следующим образом: при управлении системой интернет
вещей можно определить значение параметра стабилизации 𝜎𝑥 при заданном ресурсе
управления 𝜎𝑢 при разных значениях множителя Лагранжа.

Рисунок. Зависимость параметра стабилизации 𝜎𝑥 от используемого ресурса 𝜎𝑢

Заключение. В работе решена задача, связанная с формированием оптимального
модуля управления для системы интернет вещей. Проведено исследование зависимости
параметра стабилизации системы интернет вещей от используемого ресурса. Показана
зависимость параметров задачи от множителей Лагранжа в ходе оптимального
управления.
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